Занятие 3    

«Область значений функции»

Цели:- Применять понятие области значений к решению конкретной задачи;

           решение типовых задач .
В течение нескольких лет на  экзаменах регулярно появляются за​дачи, в которых из данного семейства функций тре​буется выделить те, чьи множества значений удов​летворяют объявленным условиям.
Рассмотрим такого рода задачи.
1. Актуализация знаний.

Проводится в форме диалога с учащимися.

Что мы понимаем под множеством значений функции? 

Как обозначается множество значений функции?

· По каким данным мы можем найти множество значений функции? (По аналитической записи функции или ее графику)

-      Используя   рисунок,  по графикам найдите область значений функции. 

       (см задания ЕГЭ, часть А)
· Множества значений каких функций мы знаем? (Перечисляются основные функции с записью их на доске; для каждой из функций записывается ее множество значений). В результате на доске и в тетради учащихся

	 Функция
	Множество значений

	y = x2
y = x3
y = 
[image: image1.wmf]x


y = | x |

y = 
[image: image2.wmf]x

k


	E(y) = [0, + ∞)

E(y) = ( – ∞, + ∞)

E(y) = [0, + ∞)

E(y) = [0, + ∞)

E(y) = ( – ∞, 0) ( (0, + ∞)

	y = sin x
y = cos x

y = tg x

y = ctg x
y = loga x
y = ax

	E(y) = [- 1, 1]

E(y) = [- 1, 1]

E(y) = ( – ∞, + ∞)

E(y) = ( – ∞, + ∞)

E(y) = ( – ∞, + ∞)
E(y) = ( 0, + ∞)



· Можем ли мы, используя эти знания, сразу найти множества значений записанных на доске функций? ( см. таблицу 2).

· Что может помочь в ответе на данный вопрос? (Графики этих функций).

· Как построить график первой функции? (Опустить параболу на 4 единицы вниз).

Аналогично беседуем по каждой функции из таблицы.

	Функция
	Множество значений

	y = x2 – 4 
	E(y) = [-4, + ∞)

	y = 
[image: image3.wmf]x

 + 5 
	E(y) = [5, + ∞)

	y =3 sin x
	E(y) = [- 3, 3]

	y = – 5 cos x
	E(y) = [- 5, 5]

	y = tg (x + ( / 6) – 1
	E(y) = ( – ∞, + ∞)

	y = sin (x + ( / 3) – 2
	E(y) = [- 3, - 1]

	y = | x – 1 | + 3
	E(y) = [3, + ∞)

	y = cos2 x 
	E(y) = [0, 1]

	y = | ctg x | 
	E(y) = [0, + ∞)

	y = sin2 x – 3
	E(y) = [- 3, - 2]

	y = 
[image: image4.wmf]÷
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= | cos (x + (/4) |
	E(y) = [0, 1]

	y = (x – 5)2 + 3
	E(y) = [3, + ∞)

	y = x2 – 6x + 2
	E(y) = [– 7, + ∞)


· Последнюю функцию давайте запишем в тетрадь и найдем ее множество значений. Как это можно сделать? (Проанализировать ее график).

· Что мы можем сказать о графике данной функции? (Парабола, ветви направлены вверх, абсцисса вершины которой находится по формуле: 
(xв = 
[image: image5.wmf]3
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· Можем ли мы теперь найти множество значений функции? Что еще нужно найти?   (Ординату вершины: yв = – 7)

Впишем в таблицу результат.

· А можем ли мы по-другому найти множество значений этой функции? (Можем выделить квадрат двучлена и записать функцию в виде 
у = (х – 3)2 – 7.)

· Изменится ли при этом множество её значений? (Нет, оно останется прежним.)

· [image: image134.wmf].
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Найдите область значений функции: 

[image: image135.wmf],
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· Зная множество значений функции, восстановите формулу:


[image: image6.wmf][
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· [image: image136.wmf])
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[image: image137.wmf];
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Пусть множество значений функции у=f(x) есть отрезок [-3;5]. 

Найдите множество значений функции:         

.

· Пусть множество значений функции y=f (x-5) есть отрезок [-3;5]. 

           Найдите множество значений функции:         
[image: image9.wmf]);
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· Найдите множество значений функции: 
[image: image10.wmf]2
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· [image: image138.wmf]1
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Найдите множество значений функции:       
[image: image11.wmf];
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· [image: image139.wmf].
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Пусть множество значений функции y=f(x) есть отрезок [-3;5]. Найдите все целочисленные значения функции:    
· [image: image140.wmf](
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Постройте схематически график функции и найдите область ее значений:  
Введение алгоритма решения задач на нахождение множества значений тригонометрических функций.

Давайте посмотрим, как мы можем применить имеющийся опыт для  решения различных заданий, включаемых в варианты единого экзамена.
1. Нахождение значений функций при заданном значении аргумента.

Пример. Найти значение функции у = 2 cos(π/2+ π/4) – 1, если х = - π/2.

Решение.

y(-π/2) = 2 cos(-π/2 – π/4)-1=2 cos(π/2 + π/4)-1 = - 2 sin π/4 – 1 = - 2 
[image: image12.wmf]2

2

 – 1 =

= – 
[image: image13.wmf]2

 – 1.

2.Нахождение области значений тригонометрических  функций
· Найдите все целые значения функции у=
[image: image14.wmf]11

+2 sin х

Решение.

-1≤ sin х ≤ 1

-2 ≤ 2 sin х ≤ 2

9 ≤ 11+2sin х ≤ 13

3 ≤ 
[image: image15.wmf]11

+2∙ sinх ≤ 
[image: image16.wmf]13

, т.е. Е (у)= [3; 
[image: image17.wmf]13

].

Выпишем целые значения функции на промежутке  [3; 
[image: image18.wmf]13

]. Это число 3. 
Ответ: 3.
· Найдите множество значений функции у = sin2х + 6sin х + 10.

	Решение.
	Алгоритм 

	1. Перепишем функцию в виде у = sin2x + 6sin x + 9 + 1,
2. у = ( sin x + 3)2 + 1.

3. Е(sin x) = [-1;1],

4. Е(sin x + 3) = [2;4],

Е(sin x + 3)2 = [4;16],

Е(у) = [5;17].


	1. Привести правую часть формулы к выражению с одной тригонометрической функцией.

2. Преобразовать это выражение, выделив квадрат двучлена.

3. Найти множество значений внутренней основной тригонометрической функции.

4. Найти множество значений всей функции, последовательно оценивая каждую промежуточную функцию, получаемую операцией из исходной.


· Найдите множество значений функции: у = sin2 х - 6 sin х + 8. (самостоятельно)
Решение.

у = sin2х- 2( 3 sin х +32 - 32+ 8,
у = (sin х-3)2-1.
Е (sin х ) = [-1;1];

Е (sin х -3) = [-4;-2];

Е (sin х -3)2 = [4;16];

Е (у) = [3;15].

Ответ: [3;15].

· Найдите наименьшее значение функции у = соs 2x + 2sin x – 2.

Решение.

Можем ли мы найти множество значений этой функции? (Нет.)

Что нужно сделать? (Свести к одной функции.)

Как это сделать? (Использовать формулу cos2x = 1—sin2x.)

Итак, у = 1—sin2x + 2sin x –2,

y = -sin2x + 2sin x –1,

у = -(sin x –1)2.

Ну, а теперь мы можем найти множество значений и выбрать из них наименьшее.

-1 ≤ sin x ≤ 1,

-2 ≤ sin x – 1 ≤ 0,

0 ≤ (sin x – 1)2 ≤ 4,

-4 ≤ -(sin x -1)2 ≤ 0.

Значит, наименьшее значение функции унаим = –4.                           Ответ: -4.

· Найдите произведение наибольшего и наименьшего значений функции 

у = sin2 x + cos x + 1,5.

Решение.

у = 1-cos2x + cos x + 1,5,

у = -cos2x + 2∙0,5∙cos x  - 0,25 + 2,75,

у = -(cos x- 0,5)2 + 2,75.

Е(cos x) = [-1;1],

Е(cos x – 0,5) = [-1,5;0,5],

Е(cos x – 0,5)2 = [0;2,25],

Е(-(cos x-0,5)2 ) = [-2,25;0],

Е(у) = [0,5;2,75].
Наибольшее значение функции унаиб = 2,75; наименьшее значение унаим = 0,5. Найдём произведение наибольшего и наименьшего значения функции:

унаиб ∙ унаим = 0,5∙2,75 = 1,375.

Ответ: 1,375.

· Найдите сумму всех целых значений функции у = 
[image: image19.wmf]27
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Решение.

Перепишем функцию в виде у =
[image: image20.wmf]27
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Найдем теперь множество значений функции.

E(sin x) = [-1, 1],

E(6sin x) = [-6, 6],

E(6sin x + 1) = [-5, 7],

E((6sin x + 1)2) = [0, 49],

E(– (6sin x + 1)2) = [-49, 0],

E(– (6sin x + 1)2 + 64) = [15, 64],

E(y) = [
[image: image23.wmf]15

, 8].

Найдем сумму целых значений функции: 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 30.

Ответ: 30.

· Найдите множество значений функции  
[image: image24.wmf],
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Решение.

1) 
[image: image26.wmf],
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 то есть х принадлежит I четверти.

2) 
[image: image27.wmf],
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[image: image28.wmf].
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Следовательно, 2х принадлежат II четверти.

3) Во II четверти функция синус убывает и непрерывна. Значит, данная функция 
[image: image29.wmf]x
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13

5

arccos

÷

ø

ö

ç

è

æ

y


4) Вычислим эти значения:


[image: image32.wmf];
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[image: image33.wmf].
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Ответ: 
[image: image34.wmf]ú
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· Найдите множество значений функции  
[image: image35.wmf]).
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Решение.

1) Так как 
[image: image36.wmf],
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 а синус принимает значения от -1 до 1, то множество значений разности 
[image: image37.wmf][
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  этот отрезок перейдет в отрезок 
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2) Арккосинус – монотонно убывающая и непрерывная функция. Значит, множество значений выражения 
[image: image40.wmf])
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3) При умножении этого отрезка на 
[image: image42.wmf]p
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 получим 
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Ответ: 
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· Найдите множество значений функции  
[image: image45.wmf]x
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Решение.

Так как арктангенс является возрастающей функцией, то 
[image: image47.wmf]=
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2) При возрастании х от 
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. Так как синус на таком промежутке возрастает, то функция 
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3) При возрастании от 
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 аргумент  2х возрастает от 
[image: image57.wmf]2

p

 до 
[image: image58.wmf]3

2

arctg

. Так как синус на таком промежутке убывает, то функция 
[image: image59.wmf]x
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4) Используя формулу, выражающую синус через тангенс половинного угла, находим, что 
[image: image61.wmf],
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[image: image62.wmf]6
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Значит, искомое множество значений – это объединение отрезков 
[image: image63.wmf][
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Ответ: 
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Данный прием  (Введение вспомогательного угла) применяется для нахождения множества значений функций вида

 у = a sin x + b cos x или у = a sin (рx) + b cos (р x).
· Найдите множество значений функции

у = 15 sin 2x + 20 cos 2x.

Решение. 

Найдем значение 
[image: image67.wmf]2
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= 25. 

Преобразуем выражение

15 sin 2x + 20 cos 2x  = 25 (
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25 sin (2x +
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), где  cos
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, sin
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Множество значений функций у = sin (2x +
[image: image76.wmf]a

):        -1 
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 sin (2x +
[image: image78.wmf]a

) 
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 1.

Тогда множество значений исходной функции        -25 
[image: image80.wmf]£

 25 sin (2x +
[image: image81.wmf]a

) 
[image: image82.wmf]£

 25.

Ответ: [-25; 25].
3. Задания на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции на промежутке.

· Найдите наибольшее и наименьшее значение функции у = сtg х на отрезке [π/4; π/2].

Решение.

Функция у = сtg х является убывающей на отрезке [π/4; π/2], следовательно, наименьшее значение функция будет принимать при х = π/2, то есть у(π/2) = сtg π/2 = 0; а наибольшее значение – при х= π/4, то есть у(π/4) = сtg π/4 = 1.
Ответ: 1, 0.
· Найти все значения параметра а, при каждом из которых функция 
[image: image83.wmf]x
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   на промежутке [-1;  1] принимает все значения из отрезка 
            [0; 1].
Решение. 

Выделим в равенстве 
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 целую часть: 
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Отсюда следует, что графиком функции f(x) явля​ется либо гипербола (а≠ 0), либо прямая без точки. 

При этом если а < 0, то функция f(x) монотонно убывает на лучах (
[image: image86.wmf]¥

-

; 2а) и (2а; 
[image: image87.wmf]¥

+

) и, если а > 0, монотонно возрастает на этих лучах.
Если а = 0, то f(x) = -2 на всей области определе​ния х ≠ 0. Поэтому очевидно, что искомые значения параметра не равняются нулю.
Поскольку нас интересуют значения функции толь​ко на отрезке [-1; 1], то классификация ситуаций определяется тем, что асимптота х = 2а гиперболы (а≠0) располагается относительно этого отрезка.
Случай 1. Все точки промежутка [-1; 1] находят​ся справа от вертикальной асимптоты х = 2а, то есть когда 2а < -1.
Случай 2. Вертикальная асимптота пересекает про​межуток [-1; 1], и функция убывает (как и в случае 1), то есть когда  
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Случай 3. Вертикальная асимптота пересекает про​межуток [-1; 1] и функция возрастает, то есть     -1 < 2а < 1,
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Случай 4. Все точки промежутка [-1; 1] находят​ся слева от вертикальной асимптоты, то есть 1 < 2а <=> а > 
[image: image90.wmf]2
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Далее на каждом этапе находим множество значений функции на отрезке [-1;1] в точках, где она определена. Это делается на основе свойства монотонности.
Ответ: -2≤ а < 0 или 0 < а ≤ 2.
· Найти все а, при которых множество значений функции 
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  не пересекается с промежутком [3 ;∞).
Решение. 
Имеем    
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Очевидно 
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Отсюда 0 < f (х ) ≤ 
[image: image95.wmf]1
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Следовательно, область значений функции  f – промежуток (0; 
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]. Полученный промежуток не должен иметь общих точек с лучом [3 ;∞). Понятно, что для этого достаточно потребовать  
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Отсюда  а2 - За - 1 > - 1,  то есть а < 0   или   а > 3.
Ответ: а < 0   или   а > 3.
· Решите уравнение  
[image: image98.wmf].
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Решение: Выделим в правой части уравнения полный квадрат: 
[image: image99.wmf](
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Так как  
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Решая второе уравнение системы, получаем 
[image: image103.wmf].
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 Подстановкой убеждаемся, что 
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 является и решением первого уравнения  системы. Следовательно, 
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Ответ:4.

· Решите уравнение
[image: image106.wmf].
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Решение. Поскольку 
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 может равняться единице лишь при выполнении одной из двух систем уравнений:
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Решая первую систему, найдем из первого уравнения 
[image: image110.wmf]n
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. Очевидно, решения первого уравнения входят в решение второго при 
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то есть являются решениями системы. Решая вторую систему, убедимся, что она несовместна: решения первого уравнения 
[image: image113.wmf]n
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Ответ: 
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4. Задания на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции через обратную функцию.

· Какого  значения функция 
[image: image116.wmf]5
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 не достигает ни при каком х

Решение  Выразим функцию обратную данной  от переменной y и найдем ее область определения, которая и будет областью значений заданной функции.
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Ответ: 1,5

· Найти наибольшее целое значение функции   у =
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Ответ: 0
5. Задания на последовательное нахождение значения функции (пошаговое )
· Найти область значения функции  f(x)=
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Решение:    Пусть f(x)=
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g(x)=
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Функция y=
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-16(у(0.  Итак, Е(у)= (-16;0(
Ответ: (-16;0(.
Итак, существует несколько приемов нахождения множеств значений функций, заданных аналитически. 

Прием  1. Нахождение множества значений функции по её графику.

Прием 2. Нахождение множества значений функции с помощью производной. (см занятие 12)
Прием 3. Последовательное нахождение множества значений функций, входящих в данную композицию функций (прием пошагового нахождения множества значений функции).
Прием  4. Выражение х через у. (Поиск области определения обратной функции)
Прием 5.  Упрощение формулы, задающей дробно-рациональную функцию

Прием 6. Нахождение множества значений квадратичных функций (с помощью нахождения вершины параболы и установления характера поведения её ветвей).
Прием 7. Введение вспомогательного угла для нахождения множества значений некоторых тригонометрических функций.
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