Занятие 5  
Монотонность функции
Актуализация знаний
Функция f (x) называется возрастающей на промежутке D, если для любых чисел x1 и x2 из промежутка D таких, что x1 < x2, выполняется неравенство f (x1) < f (x2).

Функция f (x) называется убывающей на промежутке D, если для любых чисел x1 и x2 из промежутка D таких, что x1 < x2, выполняется  неравенство  f (x1) > f (x2). Если функция возрастает или убывает на некотором промежутке, то она называется монотонной на этом промежутке.

Заметим, что если f – монотонная функция на промежутке D (f (x)), то уравнение f (x) = const не может иметь более одного корня на этом промежутке.

Свойства монотонных функций (предполагается, что все функции определены на некотором промежутке D).

· Сумма нескольких возрастающих функций является возрастающей функцией. 

· Произведение неотрицательных возрастающих функций есть возрастающая функция. 

· Если функция f возрастает, то функции cf (c > 0) и f + c также возрастают, а функция cf (c < 0) убывает. Здесь c – некоторая константа. 

· Если функция f возрастает и сохраняет знак, то функция 
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 убывает. 

· Если функция f возрастает и неотрицательна, то   fn   где  n(N, также возрастает. 

· Если функция f возрастает и n – нечетное число, то f n также возрастает. 

· Композиция g (f (x)) возрастающих функций f и g также возрастает. 

Аналогичные утверждения можно сформулировать и для убывающей функции.
· По рисункам  определите промежутки монотонности и экстремумы функций, заданных графически.

· Для функции у = sin 2х укажите промежутки  возрастания и убывания.

Решение.      Обозначим 2х = t , тогда у = sin t, где t ( R.
а) Найдём промежутки возрастания исходной функции. Поскольку у = sin t возрастает  на промежутках [– π/2 + 2πn; π/2 + 2πn], где n ( Z. Следовательно, справедливо неравенство для переменной х, то есть:
– π/2 + 2πn ≤ 2х ≤ π/2 + 2πn,
– π/4 + πn ≤ х ≤ π/4 + πn, где n ( Z.

Значит, у = sin2х возрастает на промежутках [- π/4 + πn; π/4 + πn], где n ( Z.

б) Найдем промежутки убывания исходной функции. Поскольку у = sin t убывает на промежутках  [π/2+2πп; 3π/2+2πп], где n ( Z, то для переменной х справедливо неравенство:

π/2+2πп ≤ 2х ≤ 3π/2 + 2πп, где n ( Z,
π/4+πп ≤ х ≤ 3π/4 + πп, где n ( Z.
Значит у = sin 2х убывает на промежутках [π/4+πп; 3π/4+2πп], где n ( Z.

· Найдите промежутки монотонности функций:       
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· Найдите наименьшее значение a, при котором функция f(x) возрастает на всей числовой прямой.

Решение: f(x)=e2x ∙x2 +a∙ e2x +3.

   f '(x)=2e2x ∙x2 +2x∙e2x +2ae2x=2e2x (x2 +x+a).

[image: image1.wmf]f
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По условию задачи   f '(x)≥0 при любом x, то есть x2 +x+a≥0.

[image: image150.wmf]4
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D=1-4a≤0, a≥     . 
Ответ:0,25.
· Найти все значения параметра m, при которых функция 
y=mx3-(m-1)x2+(m-1)x    возрастает на всей числовой прямой.
Решение: найдем производную данной функции относительно переменной x:

 Y (=3mx2-2(m-1) x+m-1

Рассмотрим варианты:

a) m=0

 Y (=2x-1 – выражение не может быть больше нуля для любого x 

  b) m(0

y(>0 для любого x, если 
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Использование монотонности функций при решении уравнений и неравенств основано  на следующих теоретических фактах: 
Строго монотонная функция принимает каждое свое значение ровно один раз.

Если одна функция возрастает, а другая убывает на одном и том же промежутке, то графики их либо только один раз пересекутся, либо вообще не пересекутся, а это означает, что уравнение F(x)=G(x) имеет не более одного решения.
Если на некотором промежутке одна из функций убывает (возрастает), а другая принимает постоянные значения, то уравнение F(x)=G(x) либо имеет единственный корень, либо не имеет корней.

Сущность этого способа состоит в том, исследуются на монотонность левая и правая части уравнения и, если оказывается, что функции удовлетворяют какому - либо из приведенных условий, то найденное подбором решение будет единственным корнем уравнения.

Этот способ можно использовать для решения следующих типов уравнений:

уравнения, в обеих частях которых стоят функции разного вида;

уравнения, в одной части которых убывающая, а в другой – возрастающая на данном промежутке функции;

уравнения, одна часть которых – возрастающая или убывающая функция, а вторая – число.

Рассмотрим примеры.
· Используя монотонность функций, решите уравнения:

                а) х3=2-х;   б) 
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· Используя монотонность и графики, найдите приближенный корень уравнения  
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· Решить уравнение 
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Решение: область определения данного уравнения x>0. Исследуем на монотонность функции 
[image: image12.wmf]4
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. Первая из них –убывающая (так как это - логарифмическая функция с основанием больше нуля, но меньше единицы), а вторая – возрастающая (это линейная функция с положительным коэффициентом при х). Подбором легко находится корень уравнения х=3, который является единственным решением данного уравнения.

Ответ: х=3.

· Решить уравнение 
[image: image13.wmf]3
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Решение: Данному уравнению удовлетворяет число х=2. Проверим, удовлетворяют ли функции, образующие уравнение, условиям, при которых можно утверждать, что других корней нет. Сначала рассмотрим 
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. Исследуем ее на монотонность с помощью производной: 
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[image: image16.wmf]0
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 при всех значениях х(R., следовательно, функция f(x)- возрастающая.

Теперь исследуем функцию 
[image: image17.wmf]3
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. Как легко установить, она убывает при всех значениях х(R. Из проведенного исследования можно сделать вывод, что х=2 – единственный корень данного уравнения.

Ответ: х=2
· Решить уравнение 
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Решение: Легко проверить, что х=1 – корень данного уравнения, но мы пока не можем утверждать, что других корней нет, так как и левая и правя части уравнения – возрастающие функции. Преобразуем данное уравнение к виду 
[image: image19.wmf]1
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. Функция в левой части – сумма двух убывающих функций, а следовательно, она также убывающая. В правой же части стоит постоянная функция. Таким образом, рассматриваемое уравнение может иметь только один корень.

Ответ: х=1

· Решить уравнения:

а) 2x3+9x2+150x-161=0

б) 13x+7x=2

в) 2x+5x=2-tgx

г) 
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д) 
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Ответы: а) х=1; б) х=0; в) х=0; г) х=2; д) х=4; 

· Решите уравнение 
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Решение. Рассмотрим функции 
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 возрастает на всей области определения, а функция 
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 убывает на области определения. Следовательно,  данное уравнение имеет не более одного корня. Подбором находим, что 
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 действительно корень уравнения.

Ответ: 1.

· Решите уравнение 
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Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image30.wmf]1
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 эта функция монотонно возрастает, значит, предложенное уравнение имеет один корень. Найдем

его:
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Равенство выполняется, например, при 
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Ответ: 
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· Решите уравнение:
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x

x

-

=

-

1

1

2

3

2

.

Решение. Левая часть уравнения определена на промежутке 
[image: image38.wmf]÷
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 и неотрицательна на нем. Значит, уравнение может иметь решение на пересечении промежутков 
[image: image39.wmf]÷

ø

ö

ê

ë

é

¥

+

;

3

2

 и 
[image: image40.wmf](

)

1

;

¥

-

, то есть на промежутке 
[image: image41.wmf]÷

ø

ö

ê

ë

é

1

;

3

2

.

Перепишем уравнение в виде 
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[image: image153.wmf]Рассмотрим функции 
[image: image43.wmf]2

3

)

(

1

-

=

x

x

f

 и 
[image: image44.wmf]x

x

x

f

-

=

1

)

(

2

2

. На промежутке 
[image: image45.wmf]÷

ø

ö

ê

ë

é

1

;

3

2

 они возрастают, при том 

Итак, уравнение корней не имеет.

Ответ: корней нет.
· . Решите систему уравнений: 
[image: image46.wmf](
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Решение: Из первого уравнения следует, что 
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. Рассмотрим функцию 
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. Она отрицательна при всех значениях 
[image: image58.wmf]t
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Таким образом, функция 
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   убывает. Поэтому уравнение 
[image: image60.wmf]0

)

(

=

t

f

       имеет не более одного корня. Нетрудно заметить, что 
[image: image61.wmf]1

=

t

   - корень. Итак,  
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Ответ:(2; 1).

·  Сколько действительных корней имеет уравнение 
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Решение: Так как 
[image: image64.wmf]0

=

x

 не является корнем уравнения, то сделаем замену 
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Рассмотрим функцию 
[image: image68.wmf]1
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. Она является возрастающей, при этом  
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, значит, в некоторой точке интервала 
[image: image70.wmf](
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 она имеет единственный корень.

Ответ: один корень.

· Решите уравнение 
[image: image71.wmf].
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Решение: Перепишем уравнение в виде  (перенести,  умножить  и разделить левую часть уравнения на сопряженное)
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Замечаем, что левая часть есть убывающая функция, а правая – возрастающая, значит, уравнение  не может иметь более одного корня. Подбором находим: 
[image: image73.wmf]2

=

x

.

Ответ: 2.

· Найдите точку максимума функции у = 
[image: image74.wmf]3
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Решение:  Функция у=3t, 3>1 монотонно возрастающая, уmax в точке, в которой t  имеет максимум. t =-x2+24x+10 имеет максимум в точке  х =
[image: image75.wmf])
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Ответ: 12.

·   Укажите наименьшее значение функции 
[image: image76.wmf]5
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· Укажите наибольшее значение функции 
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 на отрезке 
[image: image79.wmf][
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Решение еще одного вида уравнений с использованием свойства монотонности основывается на следующей теореме 

Рассмотрим уравнение       
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Теорема: Если функция 
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 строго монотонна на промежутке Х, то на этом промежутке уравнение (1) равносильно уравнению  
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так как  функция 
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, так как функция f(t)=t2  не является монотонной на области определения.

Рассмотрим примеры:
· Пусть функция у=f(x) возрастает на R. Решите: уравнение f(3x+2)=f(4x2+x); неравенство f(3x+2)<f(4x2+x).  

· Решить уравнение  
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Решение: Рассмотрим  функцию  f(t)=
[image: image89.wmf]3
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- функция является возрастающей как сумма двух возрастающих функций. Поэтому, если  f(t1)=f(t2), то  t1=t2,     где t1= 4х+5,  а    t2=-х.  Итак,   4х+5=-х,      х=-1.
· Решить  неравенство (или уравнение)    
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Решение: Рассмотрим функцию f(t)=
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- функция является возрастающей как сумма трех  возрастающих функций. Поэтому, если  f(t1)>f(t2), то  t1>t2,     где  t1=
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 Учитывая ОДЗ,  получим  х(
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· Решить  неравенство (или уравнение) 
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Решение: 
[image: image100.wmf](
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Рассмотрим функцию f(t)=
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 - функция является убывающей,  как сумма двух   убывающих функций ( так как 0< (-3<1 ). Поэтому, если  f(t1)>f(t2), то  t1<t2,     где  t1 =  x-5,  а     t2=
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Ответ: 
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· Решить  неравенство (или уравнение) 
[image: image106.wmf]
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Решение : 
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Рассмотрим функцию f(t)=
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· Решить уравнение:
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Решение: Функция  f(u) = 
[image: image115.wmf]27
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 строго возрастает на R, то на основании условия (1) уравнение (1) равносильно уравнению
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Т.к. функция   f(t) = arcctg t  строго убывает на R, то на основании 1 уравнение (1') равносильно уравнению 
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Уравнение (1) равносильно (1''), имеет те же корни.

Ответ:  1; 2003.

· Решить неравенство.
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Решение: Функция f(u)=e
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Неравенство (1) имеет те же решения.

Ответ: 
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· Решим неравенство.            
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Решение. 
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Значит, решением системы, и, следовательно, исходного неравенства, является
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