Занятие 8 
«Нули  функции. Ограниченность функции»
         Нули функции. Значение аргумента, при котором функция равна 0, называется нулём ( корнем ) функции. Функция может иметь несколько нулей.                 Например, функция  y = x2 ( x -7 ) (х+5 ) имеет три нуля: x = 0, x = 7, x = -5. Геометрически нуль функции – это абсцисса точки пересечения графика функции с осью Х . [image: image83.wmf]10
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Рассмотрим вопрос о нахождении нулей функции и промежутков, где функция сохраняет знак.

	[image: image2.jpg]





	

	Нули функции [image: image3.png]o9 Der)
5






На показанном на рисунке графике функции y = f (x) видно, что эта функция имеет три нуля: x1, x2, x3. Функция положительна на каждом из промежутков (x1; x2) и     (x3; b] и отрицательна на каждом из промежутков [a; x1) и (x2; x3). Эти данные можно занести в таблицу: 

	x
	[a; x1)

	x1
	(x1; x2)

	x2
	(x2; x3)

	x3
	(x3; b]


	f (x)

	–

	0

	+

	0

	–

	0

	+



	


Для нахождения нулей функции нужно решить уравнение f (x) = 0, а для нахождения промежутков знакопостоянства нужно решить неравенства f (x) > 0 и f (x) < 0.

Если на некотором промежутке функция непрерывна и не имеет корней, то она сохраняет знак на этом промежутке.

· Приведите пример функции, имеющей: 1, 2, 3, 5 нулей; не имеющей нулей.

· Какое число можно подставить вместо знака * в формуле 
[image: image4.wmf]6
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, чтобы полученная функция: а) имела два нуля; б) имела один нуль; в) не имела нулей. Может ли такая функция иметь другое количество нулей? 

· Известно, что функция имеет 3 нуля (4 нуля). Может ли она при этом быть: четной; нечетной; периодической? Приведите примеры или контрпримеры.

· Найдите нули функции
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Решение .  По определению нулем функции  называется значение аргумента, при котором значение функции равно нулю. Следовательно,  чтобы найти нуль функции, надо решить уравнения 

                         5
[image: image6.wmf]х

-1=0  и  lg 
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-1=0.

           Решая первое уравнение, получим: 5
[image: image8.wmf]х

=50; 
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=0. Сопоставляя с условием 
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 что 0-корень данного уравнения.

    Решая второе уравнение, получаем: lg 
[image: image11.wmf]х

=1; 
[image: image12.wmf]х

=101;
[image: image13.wmf]х

=10.
О т в е т: 0; 10.

· Найдите нули функции
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Решение.   Чтобы найти нули функции, надо решить уравнение 
[image: image15.wmf](
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. Так как при любых значениях х 
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, равенство функции нулю возможно только при выполнении условия 

                                     
[image: image17.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

+

-

.

0

5

lg

,

0

8

3

2

3

5

x

x

x

x


Решим второе уравнение системы:

                       
[image: image18.wmf].
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Подстановкой чисел 3 и –2 в первое уравнение системы выясняем, что 3 – посторонний корень.

Ответ: -2.

· Найдите нули функции

                           а)
[image: image19.wmf](

)

12

16

3

2

2

6

2

3

-

+

+

+

+

=

x

x

arctg

х

х

у


                                б)
[image: image20.wmf](
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         в) y=x(x2+2x-5)-eln6
· Найдите точки пересечения графика функции с осями координат: 

       
[image: image21.wmf])
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· Найдите нули функций: 
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· Найдите промежутки знакопостоянства функции: 
[image: image23.wmf]х
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· Восстановите коэффициенты в формуле функции у=х2 - *х + *, зная, что она принимает отрицательные значения на промежутке (2;4).
· Найдите абсциссы общих точек графиков функций  y=
[image: image25.wmf]2
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и y=
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· Определите значения х, при котором график функции у=х2+4х+5  лежит не выше графика функции у=cos2(2+x)
«Ограниченность функций»

Если для любого (x(D, x ≠ a) выполняется неравенство f (x) ≤ f (a) , a(D  то точка a называется точкой наибольшего значения функции на множестве D: 

	[image: image27.png]max f(x) =f(a)
xeD






Если для любого x(D выполняется неравенство f (x) > f (b) b(D  то точка b называется точкой наименьшего значения функции на множестве D. 

	[image: image28.png]min f(x) =7(2)
reD






Точка наибольшего или наименьшего значения может быть экстремумом функции, но не обязательно им является.

Точку наибольшего (наименьшего) значения непрерывной на отрезке функции следует искать среди экстремумов этой функции и ее значений на концах отрезка. 
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	Функция, ограниченная на множестве D. 


Если существует число C такое, что для любого x(D выполняется неравенство f (x) ≤ C, то функция f называется ограниченной сверху на множестве D.

Если существует число c такое, что для любого x(D выполняется неравенство f (x) ≥ c, то функция f называется ограниченной снизу на множестве D.

Функция, ограниченная и сверху, и снизу, называется ограниченной на множестве D. Геометрически ограниченность функции f на множестве D означает, что график функции y = f (x), x(D лежит в полосе c ≤ y ≤ C.

Если функция не является ограниченной на множестве, то говорят, что она не ограничена.

Примером функции, ограниченной снизу на всей числовой оси, является функция y = x2. 
Примером функции, ограниченной сверху на множестве     (–∞; 0) является 
функция y = 
[image: image30.wmf]х

1

. 
Примером функции, ограниченной на всей числовой оси, является функция y = sin x.

· Для всех графиков, приведенных в параграфе задачника, найдите экстремумы, наибольшее и наименьшее значения,  сделайте вывод об ограниченности функций.

· Приведите пример функции, определенной и ограниченной на заданном промежутке, но не имеющей ни наибольшего, ни наименьшего значений: а) [a;b]; б) R.

· Докажите, что если функция y=f(x) имеет наибольшее и наименьшее значения на отрезке [a;b], причем унаиб = унаим, то функция является постоянной на этом отрезке.

· Решите  уравнение: 
[image: image31.wmf].
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Решение: Так как функции 
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 являются ограниченным: 
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 тогда и только тогда, когда каждое слагаемое равно  единице: 
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[image: image39.wmf].
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· Решите уравнение :
[image: image40.wmf].
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Решение: 
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 EMBED Equation.3 [image: image42.wmf]
Левая часть этого уравнения не превосходит 1, а правая больше  1. Значит, данное уравнение не имеет решений.              Ответ: решений нет.

· Решите неравенство:
[image: image43.wmf].
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Решение:  

Неравенство может иметь решение лишь в случае , если  подкоренное выражение неотрицательно, то есть 
[image: image44.wmf].
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Учитывая, что 
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[image: image46.wmf]1

cos

³

x

.

По свойству функции 
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, то неравенство может иметь решение лишь в  случае 
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Это возможно лишь в случае:
[image: image50.wmf].
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Ответ:
[image: image51.wmf](
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· Решить уравнение cos х = 
[image: image52.wmf]1
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Решение.

Так как │cos х│≤ 1, а  
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≥1  ( уравнение может иметь решения, если 
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Решаем 2-е уравнение системы:

[image: image55.wmf]1
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[image: image56.wmf]x

= 0,
 х = 0 
Проверим, является ли х = 0 корнем первого уравнения.

cos 0 = 1

1=1 – верно ( х = 0 корень уравнения.

    Ответ : 0.

· Найдите наибольшее и/или наименьшее значение функции 
     у=3х2-24х-100 на: 
             a)отрезке [-1;5]; б) луче (-
[image: image57.wmf]¥

;0]; в)луче [0;
[image: image58.wmf]¥

); г)R.

· Составьте аналогичное задание для функции у=-2х2-12х+3.

· Найдите наибольшее значение функции: 

[image: image1.png]



· Докажите, что если 
[image: image59.wmf]х
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, то: а) при x<0 унаиб=-2; б) при x>0 унаим=2.

· Найдите наибольшее и наименьшее значение функции: 
[image: image60.wmf]53

4

)

2

(

49

;

1

2

2

2

+

-

-

=

+

=

х

х

х

у

х

х

у

.

· Найдите наибольшее и наименьшее значения функции для каждого значения параметра а на заданном отрезке:

  а) у=х2+4х+5а, [-1;1];  
  б) у=-х2+4х-а, [-1;3];  
  в) у=х2-4х, [-1;a];  
  г) у=-х2+2х-3, [a;3].
· Функция 
[image: image61.wmf]16
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 определена только для допустимых целых значений х; найдите ее наибольшее значение.

           Измените формулу так, чтобы функция имела наименьшее значение, и  найдите его.

· При каком значении a функция y= 
[image: image62.wmf](
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 имеет максимум в указанной точке с абсциссой 
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  Решение:   y=
[image: image64.wmf](
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         y=
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.    Квадратичная функция  y=-x2+x(a+5)-5a в точке x0 
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 достигает  своего наибольшего значения.

Показательная функция по основанию 2 является возрастающей , поэтому своего наибольшего значения также достигает в точке x0 . 
[image: image68.wmf]2
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Ответ: a=- 4.
· При каком значении a функция 
[image: image69.wmf](
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 имеет минимум в точке с абсциссой 0.5?

Решение: Функция 
[image: image70.wmf](
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[image: image71.wmf]y
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 в точке, в которой t имеет минимум,  где  
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 , а эта функция  имеет минимум в точке 
[image: image73.wmf]6
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. По условию x=0,5.  Найдем  a из уравнения 
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Ответ: 4.

· Найдите минимальное значение функции 
[image: image75.wmf](
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, если известно, что оно достигается в точке с абсциссой 5.

Решение: При решении такого рода заданий найдем сначала значение параметра  a, при котором достигается минимальное значение заданной функции в точке с абсциссой, равной 5. Функция y=lg t  при t>0- возрастающая и непрерывная. Следовательно, чем меньше значение аргумента t, тем меньше значение функции. Поэтому функция 
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 имеет минимальное значение в той точке, в которой выражение, стоящее под знаком логарифма: 
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квадратный трехчлен с положительным старшим коэффициентом , достигает минимальное положительное (в силу требования положительности аргумента 
функции y=lg t) значение. Указанный квадратный трехчлен имеет минимум в точке 
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, соответствующей абсциссе вершины параболы, где A-первый коэффициент  трехчлена, а B-второй. Таким образом, 
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.    Значит, данная в условии функция, принимает минимальное значение при 
[image: image80.wmf]6

5

a

x

-

=

 (если только квадратный трехчлен в этой точке положителен). По условию минимум должен достигаться при x=5. Тогда из равенства 
[image: image81.wmf]5
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находим, что a=-6. Далее следует найти значение t(5) и убедиться, что оно положительно.

    t(5) =6∙52 +10∙(-6)∙5+250=150-300+250=100>0.

Определив значение a и проверив, что t(5)>0, находим искомое минимальное значение, как значение заданной функции в точке x=5: 
y(5)=lg(t(5))=lg100=2.

Ответ: 2.

� EMBED Equation.3  ���
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